
L'assistant à la preuve Coq,Le 
al
ul des prédi
ats Polyte
h Ni
e-SophiaDépartement informatiquePreuves de programmesSylvain LippiExer
i
e 1 (pour tout) Dé
larer les variables E, P et Q (ave
 les types qui 
onviennent)et prouver les théorèmes suivants :
(∀x : E, P x) ∨ (∀y : E,Q y) → (∀z : E, P z ∨Q z)
(∀x : E, P x → Q x) → (∀y : E, P y) → ∀z : E,Q zRemarques syntaxiques : ne pas oublier l'espa
e entre un prédi
at et sa variable. Les quanti-�
ateurs ∀ et ∃ s'é
rivent respe
tivement forall et exists.Exer
i
e 2 (il existe) Dé
larer les variables E, P et Q (ave
 les types qui 
onviennent) etprouver les théorèmes suivants :
(∃x : E, P x ∨Q x) → (∃y : E, P y) ∨ (∃z : E,Q z)
(∃x : E, P x) ∨ (∃y : E,Q y) → (∃x : E, P x ∨Q x)
(∀x : E, P x) → ¬(∃y : E,¬P y)
(∃a : E, P a) → (∀x : E, P x → Q x) → ∃a : E,Q a

¬(∃x : E, ∀R : E → Prop, R x)Indi
ation. Pour prouver le dernier théorème, on pourra dé�nir et utiliser le prédi
at quivaut False pour tous les éléments x ∈ E.Exer
i
e 3 (Des parenthèses... et de l'intuitionisme) Dé
larer les variables E et P(ave
 les types qui 
onviennent) et essayer de prouver les théorèmes suivants :
∀x : E, P x → ∃x : E, P x

(∀x : E, P x) → ∃x : E, P xExer
i
e 4 (peir
e et ses amis) On propose di�érentes 
ara
térisations de la logique 
las-sique. Dé�nir les propositions suivantes et montrer qu'elles sont équivalentes.peir
e ∀P Q : Prop, ((P → Q) → P ) → Pnono ∀P : Prop, ¬¬P → Ptiers ∀P : Prop, P ∨ ¬Pdemorgan ∀P Q : Prop, ¬(¬P ∧ ¬Q) → P ∨Qflè
he ∀P Q : Prop, (P → Q) → (¬P ∨Q)Indi
ation. On pourra, par exemple, prouver les 
inq théorèmes suivants : peir
e → nono(appliquer peir
e ave
 Q := ¬P ), nono → tiers, tiers → demorgan (détruire tiers ave

P := P ∨Q), demorgan → flè
he et flè
he → peir
e (détruire flè
he ave
 Q := P )



Exer
i
e 5 (Klüb des buveurs) On se propose de formaliser le paradoxe des buveurs, dûà Smullyan : �Dans toute piè
e non vide on peut trouver une personne ayant la propriétésuivante : si 
ette personne boit, alors tout le monde dans la piè
e boit.�Dé
larer ave
 la 
ommande Axiom l'axiome du tiers-ex
lu, formaliser l'énon
é pré
édent (at-tention aux parenthèses : ∃ a priorité sur →) et en faire la preuve.Indi
ation. Le tiers-ex
lu permet de faire des preuves par 
as ave
 la ta
tique destru
t. Enparti
ulier, on 
onsidèrera deux 
as : il existe quelqu'un qui ne boit pas... ou pas ! De plus,on pourra utiliser le tiers-ex
lu plusieurs fois au 
ours de la preuve ; les hypothèses ne sontpas à usage unique...Exer
i
e 6 (Klüb é
ossais) Voi
i les règles adoptées par un 
lub très privé :1. Tout membre qui n'est pas é
ossais porte des 
haussettes rouges.2. Tout membre porte un kilt ou ne porte pas des 
haussettes rouges.3. Les membres mariés ne sortent pas le diman
he.4. Un membre sort le diman
he si et seulement s'il est é
ossais.5. Tout membre qui porte un kilt est é
ossais et marié.6. Tout membre é
ossais porte un kilt.En utilisant la logique 
lassique, montrer que personne ne peut être a

epté par 
e 
lub.


