
Programmation en Coq Sylvain LippiPolyte
h Ni
e-SophiaDépartement informatiquePreuves de programmesOn 
ommen
e par 
harger les paquets List et Arith ave
 la dire
tive Require Import. Ils
ontiennent la dé�nition des listes, des entiers, de leur opérations usuelles (addition, testd'égalité, test d'inégalité...) et de leurs propriétés élémentaires.On en pro�te aussi pour dé�nir les listes d'entiers naturels :Definition listn := (list nat).1 Preuves par indu
tions1.1 Dé�nitions des fon
tions ré
ursivesOn dé�nit la fon
tion len qui rend le nombre d'éléments d'une liste 
omme suit :Fixpoint len (l : listn) : nat :=mat
h l with| nil ⇒ 0| u::l' ⇒ 1 + (len l' )end.De même, on dé�nit la fon
tion mirror qui inverse l'ordre des éléments d'une liste :Fixpoint mirror (l : listn) (temp : listn) {stru
t l} : listn :=mat
h l with| nil ⇒ temp| u::l' ⇒ (mirror l' (u::temp))end.On peut tester 
es fon
tions ave
 Eval 
ompute in (mirror (1::2::3::nil) nil).Remarque pour les non logi
iens. Remarquez que la fon
tion fon
 appliquée à l'argumentarg s'é
rit (fon
 arg) et non fon
(arg).1.2 Preuves par indu
tionUtiliser la ta
tique indu
tion pour prouver les théorèmes suivants.Theorem len append : ∀ l1 l2 : listn, len (l1++l2 ) = (len l1 ) + (len l2 ).Theorem len mirror : ∀ l1 l2 :listn, len (mirror l1 l2 ) = (len l1 ) + (len l2 ).Indi
ation 1. Pour le théorème len_mirror, faire l'indu
tion le plus t�t possible a�n d'avoirl'hypothèse d'indu
tion la plus forte possible.



Indi
ation 2. On pourra utiliser le lemme plus_n_Sm. Faire Che
k pour obtenir son énon
é.2 Appli
ation : le tri par insertion2.1 Les listes triées2.1.1 Dé�nitionUne liste triée est...� une liste vide� ou une liste ayant un seul élément� ou une liste p :: q :: l où p et q sont deux entiers tels que p ≤ q et q :: l est une liste triée.On pourra dé�nir la notion pré
édente par un prédi
at sorted: listn → Prop en utilisantdeux instru
tions mat
h imbriquées.2.1.2 PreuveTheorem sorted inv : ∀ n : nat, ∀ l : listn, sorted (n::l) → sorted l.Indi
ation. L'indu
tion n'est pas né
essaire i
i ; une preuve par 
as ave
 destru
t su�t.2.2 Une relation d'équivalen
e entre les listes2.2.1 Dé�nitionsOn dit que deux listes sont équivalentes lorsqu'elles ont les mêmes éléments, un même nombrede fois (mais pas for
ément dans le même ordre). On souhaite dé�nir le prédi
at equiv quiexprime une telle propriété.On 
ommen
e par dé�nir une fon
tion number of: nat → listn → nat.(number of n l) donne le nombre d'o

urren
es de l'entier n dans la liste l.Indi
ation. Utiliser la fon
tion eq nat de
 pour tester e�e
tivement l'égalité entre deuxentiers (et non simplement l'expression de façon abstraite ave
 =) et l'opérateur ternaireif then else.On peut maintenant fa
ilement dé�nir une fon
tion equiv : listn → listn → Prop enutilisant la fon
tion number of.Remarque. La fon
tion number of est bien pratique pour exprimer des propriétés sur leslistes. En plus, du prédi
at equiv, on pourrait aussi l'utiliser pour exprimer qu'un entierappartient ou non à une liste, ou que le premier élément d'une liste triée est son plus pe-tit élément ou en
ore qu'une liste est équivalente à sa liste miroir. Evidemment, les deuxdernières propriétés sont des théorèmes que l'on peut prouver.



2.2.2 PreuvesOn utilise la 
ommande Lemma, synonyme de Theorem, uniquement pour des raisons delisibilité et indiquer qu'il s'agit de propriétés intermédiaires (
omme des fon
tions auxilaires)permettant de prouver d'autres propriétés plus 
ompliquées.Lemma equiv re� : ∀ l : listn, equiv l l.Lemma equiv sym : ∀ l l' : listn, equiv l l' → equiv l' l.Lemma equiv trans : ∀ l0 l1 l2 : listn, equiv l0 l1 ∧ equiv l1 l2 → equiv l0 l2.Lemma equiv 
ons : ∀ n : nat, ∀ l l' : listn, equiv l l' → equiv (n::l) (n::l' ).Lemma equiv perm : ∀ a b : nat, ∀ l l' : listn, equiv l l' → equiv (a::b::l) (b::a::l' ).2.3 La fon
tion d'insertion2.3.1 Dé�nitionDé�nir une fon
tion insert: nat → listn → listn qui insère (au bon endroit !) un élé-ment dans une liste triée.Remarque : on pourra utiliser la fon
tion le gt de
 pour 
omparer deux entiers.2.3.2 PreuvesProuver par indu
tion sur ℓ,Lemma insert equiv : ∀ n : nat, ∀ l : listn, equiv (n::l) (insert n l).Indi
ation. Utiliser les lemmes de la se
tion 2.2.2.Lemma insert sorted : ∀ n : nat, ∀ l : listn, sorted l → sorted (insert n l).Indi
ation. Utiliser le lemme lt_le_weak. Utiliser Che
k pour obtenir son énon
é.2.4 La fon
tion de triOn peut maintenant prouver par indu
tion sur ℓ le théorème suivant :Theorem isort : ∀ l : listn, {l' : listn | sorted l' ∧ equiv l l'}.Et extraire automatiquement les fon
tions isort et insert en utilisant les 
ommandes :Extra
tion isort.Extra
tion insert.Indi
ation. On prouve le théorème isort de la même manière que le théorème suivant :Theorem isort bis : ∀ l : listn, ∃ l' : listn, sorted l' ∧ equiv l l'.


