R. Prony (1795). "Essai éxperimental et analytique: sur les lois de la dila-
tabilité de fluides élastique et sur celles de la force expansive de la vapeur de
I’alkool, & différentes températures”. Journal de I'Ecole Polytechnique Floréal et
Plairial, an IIT (1795), volume 1, cahier 22, 24-76.

Le travail de Prony est souvent cité, il n’est pas toujours facile d’obtenir
une copie de l'original ; j’ai pensé qu’il serait intéressant pour quelques lecteurs
curieux des origines du traitement du signal d’en avoir une transcription; on re-
marque que plusieurs idées utiles dans les problémes numériques d’identification
de paramétres d’un modéle linéaire sont déja présentes dans ce mémoire.

on peut consulter les pages

http: //www-groups.dcs.st-and.ac.uk /history /Mathematicians/De Prony.html

http: //www.statsci.org/other/prony.html

Pour tout commentaire, en particulier pour m’indiquer des sources d’autres
documents sur les fondations du traitement des mesures,

me contacter a leroux@essi.fr

j le roux, décembre 2003
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ESSAI EXPERIMENTAL
ET ANALYTIQUE

Sur les lois de la Dilatabilité des fluides élastiques et sur celles de
la Force expansive de la vapeur de l’eau et de la vapeur de [’alkool,
a différentes températures.

Par R. PrRONY.

CONSIDERATIONS GENERALES.

La physique s’est enrichie depuis environ quarante ans d’un grand nombre
d’observations faites avec beaucoup de soin par des hommes savans et exercés.
Ce dépdt s’augmente chaque jour, et la collection qu’il renferme devient de plus
en plus précieuse, & mesure que la perfection des instrumens nouveaux donne
plus de précision aux expériences: déja 'esprit philosophique s’est emparé des
faits multipliés, fournis par les observateurs; les phénomeénes ont été rapprochés,
comparés, classés; la langue d’une partie importante de la science est devenue
analytique; des théories raisonnables ont fait disparaitre les systémes futiles et
souvent absurdes, dont on a occupé les écoles jusqu’au milieu de ce siécle.

L’étude de la nature ainsi ramenée a I’examen et a la connaissance effective
de ses opérations, me parait offrir deux objets de recherches qu’il ne faut pas
confondre; explication des effets et leur mesure.

L’explication des effets consiste a trouver, dans une classe de phénoménes
composés, les phénomeénes simples ou primitifs, dont tous les autres ne sont que
des modifications ou les combinaisons diverses, et & faire voire comment on peut,
a travers les apparences les plus variées, démeéler I’action et la maniére détre des
élémens pris pour base du systéme. Ainsi en

partant
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partant des affinités de certaines substances considérées comme phénomeénes
simples, on a trouvé que les phénomeénes météorologiques, ceux de la combus-
tion, etc. n’étaient que les résultats de ces mémes affinités, se manifestant avec
différentes formes sous lesquelles ils avaient été, jusqu’a ces derniers temps, ca-
chés aux yeux des physiciens; c¢’est a ces décompositions des effets complexes en
effets simples, que se réduisent tous nos moyens de pénétrer quelques secrets de
la nature, qui, en nous permettant de soulever une des extrémités du voile qui
la couvre, tient I'autre attachée par un nceud que notre main ne saurait délier.

La mesure des effets est I'évaluation des différens degrés d’intensité, dont
chacun est susceptible, lorsqu’on fait varier, soit les causes que le produisent,
soit d’autres effets auxquels il est lié; on sait, par exemple, que la disposition des
fluides a se vaporiser, est d’une part activée par le calorique, de 'autre coercée
par la pression de ’atmosphére, et que la vaporisation n’a lieu que lorsque la
premiére puissance 'emporte sur la seconde; mais il peut encore étre nécessaire
de réunir a cette donnée les valeurs des pressions qui, a différentes températures,
font équilibre a la vaporisation; le méme raisonnement est applicable a une
infinité d’autres phénoménes.

On voit donc que [’explication des effets, dont le grand avantage est de sim-
plifier la science, et d’en coordonner les différentes parties, par 'analyse et la
décomposition des phénomeénes composés, a un complément essentiel dans la me-
sure de ces mémes effets qui est toujours trés-utiles, et souvent indispensable,
lorsqu’on veut appliquer les découvertes théoriques aux besoins de la société.

L’expérience peut seule fournir les premiéres données sur la mesure des effets
physiques; mais le calcul s’y applique ensuite avec beaucoup d’avantage, soit
pour obtenir les résultats intermédiaires a ceux trouvés par le fait, soit pour en
corriger les anomalies. La méthode qu’on emploie dans le cas, est connue sous
le nom d’enterpolation; elle a pour objet de trouver une équation entre deux ou
trois variables, telle que si on donne des valeurs déterminées & une ou deux de
ces variables, il en résulte des valeurs pareillement déterminées pour la 2. ou
3.¢. Le probléme considéré sous cet aspect, peut se résoudre d’une infinité de
Floréal et Plairial, an III. D
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maniéres, parce qu’il y a une infinité de fonctions qui peuvent s’évanouir par les
mémes substitutions; mais ce serait une grande erreur de penser que toutes ces
solutions sont également applicables & un cas proposé. La nature, quoique sou-
mise & des lois générales, vraisemblablement trés-simples et trés-peu nombreuses,
a autant de modifications particuliéres dans ses procédés, que de variétés dans
ses formes, et chaque phénomeéne considéré sous I’aspect mensurable se rapporte
toujours a une certaine fonction qui doit le représenter exclusivement.

Le probléme de I'interpolation a donc deux parties trés-distinctes; dans 'une,
on se propose de satisfaire & des nombres donnés; dans ’autre, on cherche parmi
toutes les fonctions qui remplissent cette condition, quelle est celle qui convient
a l'espéce particuliére des phénomeénes qu’on traite.

J’ai donné, n.°19 de mes lecons d’analyse, une solution de la premiéer partie
du probléme qu’on emploie trés-souvent, principalement comme méthode de
correction; Lagrange a publié, sur le méme objet, un trés- beau mémoire (*), ou
il envisage la question plus généralement qu’on ne ’avait encore fait. Les éléves
qui posséderont la théorie exposée n.°°18, 19, 20 et 21 de mes lecons, pourront,
sans difficulté, entreprendre I’étude de cet ouvrage, et tireront un grand profit
du temps qu’ils y auront consacré.

La solution de la seconde partie ne parait pas, dans l’état actuel de nos
connaissances, susceptibles d’étre soumise a des régles générales, surtout, lorsque
les observations sont peu nombreuses, et n’embrassent pas une grande étendue;
un examen attentif de tous les détails et de la marche des expériences, des essais
réitérés, 'analogie, semblent étre les seuls guides qu’on ait dans cette pénible
recherche; et ces difficultés jointe & celles de la précision dans les expériences,
rendent les determinations exactes des lois des phénomeénes trés-rares en phy-
sique.

J’eus occasion, en 1790, de suivre des expériences trés-détaillées et trés-bien
faites sur la force expansive de la vapeur de 'eau, et je me chargeai de chercher la
formule qui les représentait. La régularité de la série des valeurs données, m’avait
fait croire la tache plus aisée qu’elle ne 1’était réellement; cependant, apreés
quelque travail, je trouvai une espéce de fonction qui, non-seulement exprimait
parfaitement les

(*) Voyez les
Mem.del’Acad.
des Sciences
année 1772.
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relations entre la température et le ressort du gaz aqueux, mais qui me parut
pouvoir convenir en général aux phénoménes dépendant des fluides élastiques.
Je les appliquai & des expériences que Prieur a faites avec beaucoup de soin sur
la dilatabilité de lair et de différens fluides aériformes; cet essai me confirma
dans mon opinion, et je me suis déterminé a publier mes résultats.

Le premier apercu qui me dirigea vers la véritable forme de la fonction, fut la
considération de quelques progressions géométriques qu’offrent certains phéno-
meénes relatifs aux fluides élastiques, dont un des exemples les plus remarquables
est la relation entre la densité des couches de 'atmosphére et leurs élévations
respectives: cette loi étant exprimée par une exponentielle, je soupconnai que
dans 'autres circonstances, oll une quantité de cette espéce serait insuffisante,
on pourrait en introduire deux ou un plus grand nombre, et en généralisant ces
idées, je fus conduit & une équation de la forme

C=pupr + prpir + prr P + o + +1n) Py

( et x étant les deux variables, uy, prr, pirrr, &c. pr, prr, prir, &c. des constantes
données par 'espéce particuliére de phénomeénes dont on veut trouver la loi.
On sait que I'équation précédente résulte de I'intégration d’une équation aux
différences finies linéaires, ou donne le terme général d’une suite récurrente de
Iordre n; or, les suites de ce genre , dans lesquelles un terme quelconque se
déduit d’un certain nombre de ceux qui le précédent, paraissent en effet convenir
aux effets naturels ot I’élasticité joue un grand réle; car la conservation de forces
vives que comporte cette propriété des corps, fait toujours dépendre I'état actuel
des états antécédens. Les recherches de Lagrange, dont j’ai parlé précédemment,
sont aussi fondées sur les suites récurrentes; il a donné plusieurs méthodes
pour trouver celles qui doivent interpoler une suite donnéee, ot I’on remarque
I’élégance et la profondeur qu’on doit attendre d’un si grand analyste. Comme
la méthode que j’ai employée dans mes calculs, différe des siennes que je ne
connaissais pas lorsque j’ai commencé mon travail, je vais en exposer le procédé.
D 2
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PREMIERE PARTIE.

Meéthode dinterpolation applicable aux phenoménes qui dépendent
des flurdes élastiques.

Les expériences doivent, autant qu’il est possible, étre dirigées de maniére a
rendre les résultats équidistans; lorsqu’on n’a pas pu obtenir cette condition
(ce qui doit arriver trés-rarement) et que néanmoins les résultats sont assez
nombreux et assez rapprochés, on les raménera a étre équidistants, soit par les
moyens graphiques, en tracant la courbe des expériences, soit par le calcul, en
considérant trois résultats consécutifs (7, (77, (777 dont le 2.¢ et le 3.¢ sont distans
du L.°" de 2’ et de 2" respectivement ; on calculera le résultat ¢ a la distance x
de (7, de maniére qu’il se trouve compris dans la série de ceux qu’on veut rendre
équidistans, par la formule suivante déduite de celles du n.°19 de mes lecons
d’analyse,

' —x 2 —x z ' —x T —x
¢ = PR C1+x”—;z:’ o Crr — o Crir | ;

on simplifiera beaucoup cette formule en ne calculant que I'excés de ¢ sur (;;
pour cela faisant (;; — (G =w'; (i — (= W”, on aura

T " —x T —x
C-t= g (T - ),

" — ! 2!

Il sera bon, pour éviter toute erreur, d’essayer et la formule et les moyens gra-
phiques, qui, lorsqu’on y mettra du soin et qu’on opérera sur une grande échelle,
donneront ordinairement une exactitude comparable a celle des expériences
mémes. Cette préparation faite (les cas ou elle sera nécessaire sont, comme
je l'ai déja dit, extrémement rares), on prendra un certain nombre de résul-
tats équidistans, embrassant ou la totalité ou une grande partie de I'étendue des
expériences; ensuite la variable ( désigant la mesure des effets successifs qui cor-
respondent a des valeurs quelconques d’une autre variable x, laquelle indique a
quel terme d’une échelle donnée se rapportent les effets ¢, on aura généralement

pour satisfaire a un nombre 2n de résultats ............ .. ... .. L.

C = prpi + prrpir + prrrpip + -+ M(n)pfn) ..................... (1)
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pour satisfaire & un nombre 2n + 1 de résultats ................ ... ... .......

C=prpf + Wr1PTr + oo ) Plny 1) - veeeee e (2)

Wr, Mrrs prrr, &c. pr, prr, prir, &c. sont des constantes dont on détermine la
valeur d’apreés les résutats des expériences, ainsi qu’on le verra bientot.

J’ai donné deux formules générales, quoique I'une, a la rigueur, et pu suffire,
mais j’ai eu en vue une simplification qu’il était important d’introduire dans ma
méthode; voici en quoi elle consiste: la détermination de py, pr7, &c. dépend
de la solution d’une équation, et en employant la deuxiéme formule on satisfait
a un nombre impair d’observations par une équation qui n’est pas plus élevée
que celle qu’exigerait le nombre pair immeédiatement inférieur; ainsi on satisfait
a quatre ou cinq observations en calculant une équation du deuxiéme degré, a
six et a sept avec une du troisiéme, a huit et & neuf avec une du quatriéme,
&c. Iln’arrivera presque jamais qu’on ait huit ou neuf résultats a faire entrer
dans la formule, et on pourra, sans sortir des limites dans lesquelles on a des
méthodes pour la solution des équations numériques, traiter tous les cas que la
physique présente ordinairement. Ajoutons & cet avantage celui de n’avoir dans
la valeur de ¢ qu’un nombre de termes égal & la moitié, au plus, du nombre des
observations, au lieu que les formules qui se rapportent aux courbes paraboliques
ont toujours autant de termes qu’il y a d’observations.

Voici la maniére de déterminer, d’aprés les résultats donnés, les constantes
des équations (1) et (2).

Premier cas, le nombre des observations étant pair.

J’ai démontré dans mes legons d’analyse, n.° 20 et 21 1.° que I’équation (I)
donnait le terme général d’une suite récurrente de l'ordre n; 2.° que les termes
d’une pareille suite, pris a des intervalles égaux quelconques, reproduisaient tou-
jours des récurrences du méme ordre. Cela posé, soient les deux séries suivantes,
dont la premiére donne les résultats observés ou les valeurs particuliéres de ¢
fournies par 'expérience, et la deuxiéme les valeurs correspondantes de x

résultats observés . ............... Cos Cry Crrevevnnenanan.. Cnys Cn1) s

C(n+2) ............. C(Qn,l)
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valeurs correspondantes de x ................ 0; 73 207 v nwy;
(n+2)xr oo (2n —Ix;

les quantités (o,(7,(rr,&c. doivent former une suite récurrente dont il faut

trouver 1’échelle de relation ; soit Ay, Ar,Arr .. ... Ay des coefficiens indéter-

minés, tels qu’on ait les équations de condition

Ao G + A G + A G+ + Awpy Cmy =0
Ao ¢+ Ar Cor + A Cur 4o + Aw) Cnry = 0
Ao Cr + Ar G + A Qv+ + Aw (2 = 0
Ay Crr + Ar Qv + A v+ + Aw (unes = 0
Ay Cn-1y + Ar () + A oy + e + Aw Con-1) = 0
On pourra, pour plus de commodité, supposer A(,) = 1 dans les applications numeériques.
Ces équations, étant en nombre n donneront les n rapports A‘?O); Afzf g
If(f I); ...... % qui composent ’échelle de relation demandée, et on aura
Pour n=1 A()ZA[:—QIICO
Valeur déduite de deux observations
Ao A = CrCrrr=Cridrr
Pour n =2 { CoCrr—CiCr
. — CCrr—GoCrrr
Ar: A= CoCrr—Cr¢r
Valeurs déduites de quatre observations
An: A _ A (CrriCrir=CriCrv)Crrr+(Cr¢rv —CrrCrrr)Srv+(Cri¢rr—Crérrr)¢v.
0 - AT —(Crrr€rrr—Crr¢rv)$o—(Cr¢rv —Crr¢rrr)Sr—(Grr¢rr—Cr¢rrr)rr
Pour n =3 A A — +(CrCrv—=CrrCrrr)Crrr+(Crr¢rr—6oCrv)¢rv +(CoCrrr=Cr¢rr)¢v
I 40 —(CrCrv—Crr€rrr)Sr—(CrrCrr—CoCrv )Crr—(CoCrrr—CrCrr)Crir
A Ayp = +(CrrCrr—Crérrr)Crrr+(Colrrr—Crérr)Srv+(Cr¢r—CoCrr)¢v

—(Crr¢rr—Cr¢rrr)Crr—(Co¢rrr—Cr¢rr)¢rrr—(Crér—<SoCrr)¢rv

Valeurs déduites de six observations

&ec. &e. &e.
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Résolvant ensuite 1’équation
A0+A[Oé+A[]a2+A[[[Oé3+ ....... +A(n)04n :O,

les n racines qu’on trouvera seront les valeurs des n quantités rho7’, rho7}

1> e
rhoii;, ..., Tho%, d’ott on déduira celles de pr, pr1, prrr, &c.; enfin les quantités
i, prr, firrr, &c. seront données par les équations

(€ =P = PTIC = Pri) (€ = play)

K1 = 3 T T 3 3 T T T
(1" =PI (PT" = Pii) (et = prv) - (01" — Py
oy — (€ = pi")(C = P1i)(C = pry)--(C = Py
I — x T T x €T T T T
(P11 — 1) (0T = Pii)(Prr — PTi) - (P11 — P(YIL )

(€= P)C =PI = P (C = Plmy)

pirr = x T T z x E3 x T
(prir — p1)Prir — P11)(PTir — P1V ) (PTIr — P(é))
o (€= p1")(C = PID(C = Pii) (€ = plryy)
o = i) (e — P (o — Pii)- (Pl — Pl

en observant que dans le développement des numeérateurs tous les expsans des
puissances de ¢ doivent étre changés en accens de méme numéro, c’est-a-dire,
qu'il faut a ¢° substituer ¢, (ou multiplier par ¢y tous les termes ou ¢ ne se
trouve pas) a ¢ substituer (7, a ¢? substituer (77, &c. Ainsi on dans le cas de

n = 1/L] = CO

Pour satisfaire & deux observations,

_ S—piido

K1 = —z7— =7

n =2 Pr —Prr1
[ = Cr—p7 o

— T T

i pI{’PII

Pour satisfaire & quatre observations,

_ Su—(pri ot C+eit el Go
Hr = T[] _ Tl \ T] _ T]
(pIII pIII)I(pI P }I)'TI
n = 3 ,u — gII_(pz[ +szII)<zI+pIz P[]]CO
(p[};pjlggpjlfp {II)zI
prr = St e Xty
(prir=Pr Nerir=rrr)

Pour satisfaire a six observations.

&c &c.
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Ce qui s’accorde avec les formules que j’ai données n.° 20 de mes lecons d’analyse,
en faisant x = 1; et pour rendre le calcul d’élimination qui donne py,us,&c.
absolument semblable & celui du cours, on fera pj’ = ¥r,p77 = ¥r,&c. et on
cherchera iy, p77&c. en valeur de ¢7,1&c. On sait que x; est ici 'accroissement
constant de x ou le Ax. Les quantités pr,prr,prrr,&c. g, porr,pirrr,&c. étant ainsi
déterminées, on substituera leurs valeurs dans I’équation (1)

C = prpy" + prpir + parrpipr + e + L) Py

qui sera alors disposée pour satisfaire aux 2n observations données, et pour four-
nir un résultat quelconque intermédiaire entre ceux obtenus par le fait.

Second cas, le nombre des observations étant impair.

Pour résoudre ce second cas, on observera que 1'équation (2) ne différe pas de
’équation (1) que par le terme constant fi(,41). Ainsi la série des ( tirée de (2),
est de méme nature que celle tirée de (1), avec la seule différence que dans (2)
chaque terme est augmenté de pi,41. Si donc on diminue ces mémes termes de
Ini1, les restes auront entre eux les relations que comporte une suite récurrente
de l'ordre n(*), c’est-a-dire, qu’en conservant la notation de I'article précédent,
on a

(*) larécur-
rence est, dans
le fait de l'or-
dre n + I, mais
I’équation de
relation a une
racine égale a
I'unité, c’est-
a-dire, que
dans le terme
H“(TL'FI)p%n—&-I)

on a piniry = I;
ainsi le degré
de I’équation
peut s’abaisser
d’une unité.

Ao(Co = pnr1)) + Ar(Cr — pinsny) + Arr(Crr — M(n+1)) + o+ Ay (Cn) M(n+1)) = 0
Ao(Cr = pminy) + Ar(Cir — tnr1y) + Arr(Crrr — pngny) + -+ A(n (C (nt1) — Mnt1)) =
Ao(Crr = tn+1)) + Ar(Crrr — n+1)) + A (Crv — M(n+1)> + oo+ Ay Cnr2) — Bntr) = 0
Ao(Crrr = pns1)) + Ar(Crv = timny) + Arr(Cv = pntr)) + -+ Ay (Cnrs) — M(n+1)) 0

Ao(Cn-1) = H(ns1)) + A1(Cny = 1)) + Arr(Cnrr) = Bnrn)) + -+ Aw) (Cen—1) = Hnry) =0
Ao(Ciny = 1)) + Ar(Cnsn) = 1) + Arr(Cnr2) = Bns) + -+ Aw) (Cn) = Hnt1)) =0
Si on retranche ces équations l'une de l'autre, pi(,41) s’éliminera, et elles
deviendront

Ay ACO + A AC[ + Ajpr ACH + + A(n) AC(n) =0

Ay A + A AGr + A Al + o + A(n) Ag(n—i-l) =0

Ay AGr + Ar AGrr + A AGy + .. + Am) Alniz = 0

AgA
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Ao Almr + Ar AGv + A Ay + + Aw) Almisy = 0

Ao Alm-1y + A1 Alwy + A Alpyry + e + Aw Aleon-1y = 0

On pourra, pour plus de commodité, supposer A(,) = 1 dans les applications numériques.

équations dont on tirera les valeurs de -3 AL AL & savoir
Ay’ Amy’ Ay’ ’

Pour n=1 Ay:A;=—-A( : A

Valeur déduite de trois observations

. _ AGAGIT—AGIAC
Aot A = AoArr AUAG
Ar: Ay = BAUAGT—AGQA T

1 41 Ao A —ALT Al

Pour n—2{

Valeurs déduites de cing observations

An: A _ G AC T —AG I ACYV )AL 1T+ (AG ACY —AC T AC ) AGry +(AC T AC T —AG A1) AGy
Ui —(ACrrr A=Al 1 ACV ) Alo— (AT ACTYy —ACrT ACr 1) Al —(ACrT AL —ACr Arrr)Alrr
Ar: Arrr — TBGAGY —AG A DACIITHACTAG T —AGrv )Srv (A AC 11— A6 AG ) Ay

I -4 —(ACTACTV — AL AL r) AT —(ACrr AT — Ao ALy ) AT — (A ACrrr — AT ALrr ) Arrr
A A _ F(ACACGT=AGAC ) AC 1T+ (AAC T = AG A ) ACY + (A A —AGAC ) Ay
Ir - LT —(AC I AL T —ACT ACrr) AC T —(AC AL —ACT ALrr) AT —(ACT AL — Ao AT ) Alrv

Pour n=3

Valeurs déduites de sept observations
&ec. &e. &e.
Ensuite k étant un nombre entier positif, qui n’excéde pas n, on pourra
évaluer p,41) par 'une quelconque des n équations que renferme la suivante

{AOC(k‘) + ArCorr) + ArrCso) + oo + A(n)C(k_n)} D A
(Ao+ Ar+ A+ ..+ Aw) : Ay

Hn+1) =

qui doit donner la méme valeur pour fi(,+5) quelquesoit celui des nombres 0,
1,2,3,...... n, qu’on prenne pour k.
Résolvant ensuite I’équation

AO+AIQ+AIICY2+A[[[(13+ ....... —FA(n)Oz(n) :07

. T .
les n racines qu’elle donnera seront les valeurs de p7’, p7i’, piiit, . .. p(T(l')‘), d’on

on déduira celles de pr, prr, prrr, &c. & substituer dans I'équation (2), et les
Floréal et Plairial, an III. E
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valeurs de g, prr, prrr, &c. de la méme équation se calculeront par les formules

(*)-

1y = (€ = pr)(€ = p1i)(€ = p1v ) (C = Pfé))(( —1)
(1" = pi) (" = Pii) (T = P (o1 — Py (P7" = 1)
= (€ = pr" )€ = p1i)(€ = p1v) - (C = ﬂﬁ))(c —1)
(prr — P1 P11 — Pri) (et — Prv) (P11 — Pfé))(ﬂ% —1I)
3 (€ = pr" )€ = pi)(C = prir)--(C = Py (¢ — 1)
I it = o) ik — pin) i — i) (pits — P pits — 1)

(€ =PI )NC = piD(C = P10 ) (C = pla_1y))(C — 1)
P?ﬁ) - P?I)(P(n) PU)(P(n) Prir) e (P:(Enl) - P(é 1))(P?I) — 1)
Pnt1) = Co — (per + g + prrr + oo + )

Hn) = (

Observez, comme dans ’article précédent, que, dans le développement des numérateurs, il faut aux
exposans des puissances de (, substituer des accens de méme numéro, ou multiplier par o les termes
ol ¢ ne sera pas, et par Cr, (i1, Cr11, etc. respectivement ceux qui seront multipliés par ¢, ¢, ¢3, &c.
la derniére valeur de p ) est beaucoup lus facile a calculer que la précédente
qu’on pourra n’employer que comme vérification; si on donne a n différentes
valeurs, on aura dasn le cas de

_ C1—Co
n=1... { Hr = pr =1
prr = Cr — fir

Pour satisfaire a trois observations,

_ Cir— (pa;I-i-I)CI-i-pg;{@
pr= (p] (_p[]')(p] _I)

n=2.. Crr— PI T+ 1)¢r+p71 Co
pir = (p *p[I)(p[] —1I)

prrr = Co — (pr + prr)

Pour satisfaire & cinq observations,

(*) Si on re-
tranche de ces
formules les
facteurs ¢ — I
et p77 — 1

p?; -1, pQIE;I -1
&c. on aura les
constantes qui
conviennent

au terme géné-
ral de la suite
TAVSTRAYSSIAVSSR
&ec., c’est-a-
dire qu’on aura
les constantes
qui devraient
multiplier p7
pir &c. dans

la valeur de
AC.
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— Cr—pyE et D+ (oL o e e T et T Co

HI Rl PV e
HIII _ CIIIf(p[}[‘Fp]}+I)<III+(P[{IPII+p]}[+p11)Cpr]jr]p[{CO
- T T T T xZr
n=3... (RII_pI})(pI{,_pJ}I)(RI}_[)

frrr = Crrr—(o k4o T+ D Cri+(o7Epr 407 L +071)Ci—p3 L p7 Co
— T T T T T
(pII_P[})(PII_pI}I (p[{_l)

prv = Co — (por + porr + +orrr)

Pour satisfaire & sept observations,
&e. &c.
ce qui s’accorde encore avec les formules du n.° X X de mes lecons d’analyse,
en faisant dans chaque cas x; et le p de 'accent le plus élevé, égaux a I'unité.
Tous les nombres pr, prr, prrr &c. pur, prr, prrr, &c. ainsi trouvés, on les
introduira dans 'équation (2)

C=ppr + pupir + 1P + e W) Plny + Hntn)

qui sat isfera aux 2n + I observations données, et servira a calculer toutes les
valeurs intermédiaires entre ces observations.
Je ne parle pas du cas ot I’équation

A0+A[OZ+A[]Q2—|— ............ +A(n)a(") :0

a des racines égales ou imaginaires; j’ai donné dans le n.° X X de mes legons
d’analyse les formules nécessaires pour les résoudre. On sait que les racines
égales introduisent des coéfficiens variables et rationnels dans la valeur de , et
si ces racines sont égales a l'unité, ¢ contiendra alors des termes entiérement
rationnels: ainsi les formules d’interpolations qui se rapportent aux fonctions
rationnelles sans diviseurs variables , ou aux courbes paraboliques, ne sont qu’un
cas trés-particulier de celles que je viens de donner.

Je passe aux applications.
E 2



